
Physik jenseits des Standard–Modells

4. Übung

Aufgabe 1: Grassmann-Zahlen

Eine Grassmann-Zahl θ ist eine antikommutierende Grösse: {θ, θ} = 0.

• Was folgt daraus über die Reihenentwicklung der Funktion φ(θ) ?

• Was folgt aus der gewöhnlichen Translationsinvarianz∫ +∞

−∞
dxφ(x) =

∫ +∞

−∞
dxφ(x+ c)

übertragen auf Grassmann-Variablen für∫
dθ,

∫
θdθ,

∂

∂θ

Die Normierung sei so gewählt, dass
∫∞
−∞ θdθ = 1.

• Wie sehen die Regeln aus, wenn man einen Satz von Grassmann-Variablen,
Θ = {θ1, θ2, θ3, . . . } betrachtet ?

Aufgabe 2: Weyl-Spinoren und Dirac-Bispinoren

Betrachte die Clifford-Algebra in der chiralen Basis:

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
γ5 =

(
−1 0
0 1

)
wobei

σµ = σµαα̇ (α, α̇ = 1, 2)

σ̄µ = σ̄µα̇α

mit den Pauli-Matrizen

σ0 = σ̄0 =

(
1 0
0 1

)
σ1 = −σ̄1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 = −σ̄2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 = −σ̄3 =

(
1 0
0 −1

)
1



Ein Dirac-Bispinor und seine chiralen Komponenten sind definiert als

ψ =

(
ξα
χ†α̇

)
, IPLψ =

(
ξα
0

)
, IPRψ =

(
0
χ†α̇

)
,

mit den chiralen Projektoren IPL/R = 1
2
(1∓ γ5). Der adjungierte Bispinor ist somit

ψ̄ = ψ†γ0 = (χα, ξ†α̇)

und der Ladungskonjugierte Bispinor ist definiert als

ψc ≡ −i
(
ψ̄γ0γ2

)T
Die Indizes der Spinoren werden mit Hilfe des total antisymmetrischen ε-Tensors gehoben
und gesenkt

ξα = εαβξβ, χ†α̇ = εα̇β̇χ†
β̇
,

wobei

εαβ = εα̇β̇ =

(
0 1
−1 0

)
= −εβα = εβα = −εαβ.

Wir summieren über ungedottete Indizes, wenn α
α, es gilt

ξ · χ ≡ ξαχα = ξαεαβχ
β = −χβεαβξα = χβεβαξ

α = χ · ξ.

Gedottete Indizes werden summiert wenn α̇
α̇

ξ† · χ† ≡ ξ†α̇χ
†α̇ = ξ†α̇ε

α̇β̇χ†
β̇

= −χ†
β̇
εα̇β̇ξ†α̇ = χ†

β̇
εβ̇α̇ξ†α̇ = χ† · ξ†.

Weyl Spinoren und adjungierte Weyl Spinoren werden mit Hilfe der Pauli-Matrizen mul-
tipliziert, d.h.

ξ · σµ · χ† ≡ ξασµαα̇χ
†α̇, χ† · σ̄µ · ξ ≡ χ†α̇σ̄

µα̇αξα.

Die Pauli-Matrizen sind über die folgende Beziehung miteinander verbunden

(σ̄µ)αα̇ = εα̇β̇εαβ(σ̄µ)βα̇ (1)

Zeige, dass folgende Beziehungen erfüllt sind:

a) ψ̄1IPLψ2 = χ1 · ξ2

b) ψ̄1IPRψ2 = ξ†1 · χ
†
2

c) ψc1IPLψ2 = ξ1 · ξ2

d) ψc1IPRψ2 = χ†1 · χ
†
2

e) ψ̄1γ
µIPLψ2 = ξ†1 · σ̄µ · ξ2

f) ψ̄1γ
µIPRψ2 = χ1 · σµ · χ†2 = −χ†2 · σ̄µ · χ1

g) LDirac = ψ̄(i6∂−m)ψ = ξ† ·σ̄µ ·i∂µξ+χ† ·σ̄µ ·i∂µχ−m(χ·ξ+ξ† ·χ†)+totale Divergenz

2


