
Physik jenseits des Standard–Modells

4. Übung Lösung

Aufgabe 1: Grassman-Zahlen

• Taylorentwicklung:

φ(θ) = φ(0) + φ′(0)θ +
1

2
φ′′(0)θ2 + . . .

{θ, θ} = 0 ⇒ θ2 = 0 ⇒ φ(θ) = φ(0) + φ′(0)θ (1)

• Translationsinvarianz∫ ∞
−∞

dθφ(θ) =

∫ ∞
−∞

dθφ(θ + c)

(1)⇒
∫ ∞
−∞

dθ[φ(0) + φ′(0)θ] =

∫ ∞
−∞

dθ[φ(0) + φ′(0)(θ + c)]

=

∫ ∞
−∞

dθ[φ(0) + φ′(0)θ] + cφ′(0)

∫ ∞
−∞

dθ︸ ︷︷ ︸
= 0 ∀c

⇒
∫ ∞
−∞

dθ = 0

∫ ∞
−∞

dθφ(θ) = φ(0)

∫ ∞
−∞

dθ + φ′(0)

∫ ∞
−∞

θdθ
!

= φ′(0) · konst.

konst. = 0⇒ alle Integrale Null

konst. = 1⇒
∫ ∞
−∞

θdθ = 1
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∂

∂θ
φ(θ) = lim

ε→0

φ(θ + ε)− φ(θ)

ε
(1)
= lim

ε→0

[φ(0) + φ′(0)(θ + ε)]− [φ(0) + φ′(0)θ]

ε
= φ′(0) =

∫ ∞
−∞

dθφ(θ)

⇒
∫ ∞
−∞

dθφ(θ) =
∂

∂θ
φ(θ)

• ~θ = {θ1, θ2, θ3, . . . }

φ(θ1, θ2, . . . ) = φ(~0) +
∑
i

∂φ(~θ)

∂θi
θi +

∑
i 6=j

∂2φ(~θ)

∂θi∂θj
θiθj + . . .

= b0 + biθi + bijθiθj + . . .

wobei bijθiθj = −bijθjθi
!

= bjiθjθi

⇒ bij antisymmetrisch oder Null∫ ∞
−∞

dθi = 0 ∀i∫ ∞
−∞

dθiθj = δij =
∂

∂θi
θj ∀i, j

Aufgabe 2: Weyl-Spinoren und Dirac-Bispinoren

Algebra: Vektorraum (Addition, Multiplikation mit c) mit Operation ◦
zweier Elemente der Algebra, sodass m ◦ n ∈VR.

z.B VR der 3dim Vektoren: Addition
√

Multiplikation mit c
√

Skalarprodukt 6∈ VR
+ Kreuzprodukt ⇒ Algebra

Clifford-Algebra CN :
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aus N Generatoren ξi . . . ξN erzeugt mit {ξa, ξb} = 2δab

hier: sind die Gamma-Matrizen γµ die Generatoren: {γµ, γν} = 2gµν

Grassman-Algebra ΛN

assoziativ, ∃ 1-Element und Generatoren ξ: {ξa, ξb} = 0⇒ θ2 = 0

Die Gamma-Matrizen und Spinoren sind hier in der chiralen Basis anstatt
in der Dirac-Basis wie bisher definiert. In der chiralen Basis haben die Weyl-
Spinoren eine einfachere Darstellung als in der Dirac-Basis und die Wirkung
der Projektoren IPL und IPR sind klar erkennbar, dafür ist das Rechnen
mit ungepunkteten und gepunkteten Indizes nicht ganz trivial. Spinoren mit
ungepunkteten Indizes leben auf den konjugierten Räumen. Übergänge in die
nicht konjugierten Räume sind über die σ-Matrizen definiert die folglich einen
ungepunkteten und einen gepunkteten Index tragen. Spinoren aus zueinander
dualen Räumen werden durch hoch- und tiefgestellte Indizes unterschieden
und Übergänge zwischen diesen Räumen werden durch ε-Tensoren mit einem
hochgestellten und einem tiefgestellten Index vermittelt. Für die Kontraktion
innerhalb eines Raumes werden ebenfalls ε-Tensoren verwendet nun aber mit
beiden Indizes hoch- oder tiefgestellt und gepunktet oder ungepunktet.

IPL =
1

2

(
1I−

(
−1I 0
0 1I

))
=

(
1I 0
0 0

)
IPR =

1

2

(
1I +

(
−1I 0
0 1I

))
=

(
0 0
0 1I

)
Beachte, dass einerseits gilt ξβ = εβαξ

α und andererseits ξβ = ξαεαβ. Daraus
folgt, dass ξ und ε antikommutieren.

a) ψ̄1IPLψ2 = (χα, ξ†α̇)1

(
ξα
0

)
2

= χ1 · ξ2

b) ψ̄1IPRψ2 = (χα, ξ†α̇)1

(
0
χ†α̇

)
2

= ξ†1 · χ
†
2
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c) Wir berechnen zuerst die linke Seite

C = iγ0γ2 =

(
0 σ0

σ̄0 0

)(
0 iσ2

iσ̄2 0

)
=

(
iσ̄2 0
0 iσ2

)

ψc = Cψ̄T =


iσ̄2

(
χ1

χ2

)
iσ2

(
ξ†
1̇

ξ†
2̇

)
 =


(

0 −1
1 0

)(
χ1

χ2

)
(

0 1
−1 0

)(
ξ†
1̇

ξ†
2̇

)
 =


−χ2

χ1

ξ†
2̇

−ξ†
1̇


ψc = (ψc)†γ0 = (−χ†2̇, χ†1̇, ξ2,−ξ1)

(
0 1I
1I 0

)
=
(
ξ2,−ξ1,−χ†2̇, χ†1̇

)

⇒ ψc1IPLψ2 =
(
ξ2,−ξ1,−χ†2̇, χ†1̇

)
1


ξ1
ξ2
0
0


2

= (ξ2)1(ξ1)2 − (ξ1)1(ξ2)2.

Die rechte Seite ergibt

ξα = εαβξβ ⇒
(
ξ1

ξ2

)
=

(
0 1
−1 0

)(
ξ1
ξ2

)
=

(
ξ2
−ξ1

)
ξ1 · ξ2 = (ξα)1(ξα)2 = (ξ1, ξ2)1

(
ξ2
ξ1

)
2

= (ξ1)1(ξ2)2 + (ξ2)1(ξ1)2

= (ξ2)1(ξ2)2 − (ξ1)1(ξ1)2.

Wir bekommen somit ψc1IPLψ2 = ξ1 · ξ2.

d) Wir benutzen den vorherigen Ausdruck für ψc1 und erhalten dann für
die linke Seite

ψc1IPRψ2 =
(
ξ2,−ξ1,−χ†2̇, χ†1̇

)
1


0
0

χ†1̇

χ†2̇


2

= −(χ†2̇)1(χ
†1̇)2 + (χ†1̇)1(χ

†2̇)2.
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Die rechte Seite ergibt

χ†α̇ = εα̇β̇χ†
β̇
⇒

(
χ†1̇

χ†2̇

)
=

(
0 1
−1 0

)(
χ†

1̇

χ†
2̇

)
=

(
−χ†

2̇

χ†
1̇

)

χ†1 · ξ
†
2 = (χ†α̇)1(χ

†α̇)2 = (χ†
1̇
, χ†

2̇
)1

(
χ†1̇

χ†2̇

)
2

= (χ†
1̇
)1(χ

†1̇)2 + (χ†
2̇
)1(χ

†2̇)2

= (−χ†2̇)1(χ
†1̇)2 + (χ†1̇)1(χ

†2̇)2.

Daraus folgt ψc1IPRψ2 = χ†1 · ξ
†
2.

e) Diese Aufgabe ist einfacher, da man nie die Komponenten ausschreiben
muss

ψ1γ
µIPLψ2 =

(
χα, ξ†α̇

)
1

(
0 σµ

αβ̇

σ̄µα̇β 0

)(
ξβ
0

)
2

=
(
χα, ξ†α̇

)
1

(
0

σ̄µα̇βξβ

)
2

= (ξ†α̇)1σ̄
µα̇β(ξβ)2

= ξ†1 · σ̄µ · ξ2.

f) Die erste Identität kann analog zu e) bewiesen werden

ψ1γ
µIPRψ2 =

(
χα, ξ†α̇

)
1

(
0 σµ

αβ̇

σ̄µα̇β 0

)(
0

χ†β̇

)
2

=
(
χα, ξ†α̇

)
1

(
σµ
αβ̇
χ†β̇

0

)
2

= (χα)1σ
µ

αβ̇
(χ†β̇)2

= χ1 · σµ · χ†2.
Für die zweite Identität benutzen wir, dass σµ = ε(σ̄µ)T εT was mit

Indizes geschrieben werden kann als σµαα̇ = εαβ(σ̄µβ̇β)T (εα̇β)T .

Da χ1 · σµ · χ†2 eine Zahl ist, gilt

χ1 · σµ · χ†2 =
(
χ1 · σµ · χ†2

)T
=
(
(χα)1σ

µ
αα̇(χ†α̇)2

)T
=

(
(χα)1εαβ(σ̄µβ̇β)T (εα̇β̇)T (χ†α̇)2

)T
=

(
(χβ)1(σ̄

µβ̇β)T (χ†
β̇
)2

)T
= −(χ†

β̇
)2σ̄

µβ̇β(χβ)1 = −χ†2 · σ̄µ · χ1 (1)
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g) Die Lagrangedichte für ein freies Dirac Teilchen kann mit den chiralen
Koponenten geschrieben werden als

LDirac = ψ̄(i 6∂ −m)ψ = (χα, ξ†α̇)[i∂µγ
µ −m]

(
ξα
χ†α̇

)
= (χα, ξ†α̇)

[
i∂µ

(
0 σµαα̇

σ̄µα̇α 0

)
−m

(
1 0
0 1

)](
ξα
χ†α̇

)
= (χα, ξ†α̇)

[
i∂µ

(
σµαα̇χ

†α̇

σ̄µα̇αξα

)
−m

(
ξα
χ†α̇

)]
= χ · σµ · (i∂µχ†) + ξ† · σ̄µ · (i∂µξ)−m

(
χ · ξ + ξ† · χ†

)
.
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