
Physik jenseits des Standard–Modells

2. Übung Lösung

Aufgabe 1: QED-Lagrangedichten

L −→ Bewegungsgleichung: Euler-Lagrange Gleichung:

∂µ
∂L

∂(∂µφ)
− ∂L
∂φ

= 0

1) L = |Dµφ|2 −m2|φ|2

=

[(
∂µ + ieAµQ

)
φ

]†[(
∂µ + ieAµQ

)
φ

]
−m2φ†φ

mit Ladungs-Eigenwert Qφ = Qφ

∂L
∂φ∗

=
(
− ieAµQ

)[(
∂µ + ieAµQ

)
φ

]
−m2φ

∂µ
∂L

∂(∂µφ∗)
= ∂µ

[(
∂µ + ieAµQ

)
φ

]

= ∂µ∂µφ+ ie(∂µAµ)Qφ+ ieAµQ∂µφ

Euler-Lagrange Gleichung:

∂µ∂µφ+ ie(∂µAµ)Qφ+ ieAµQ∂µφ+ ieAµQ∂µφ− e2AµAµQ
2φ+m2φ = 0

⇒ ∂µ∂µφ+m2φ = −ieAµQ∂µφ+ e2AµAµQ
2φ− ie(∂µAµ)Qφ− ieAµQ∂µφ

= −ieQ∂µ(Aµφ)− eQAµ(i∂µ − eAµQ)φ

=⇒
[
∂2 +m2

]
φ = −ieQ∂µ(Aµφ)− ieQAµDµφ
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Dµ ⇒ ∂µ :
[
∂2 +m2

]
φ = 0

∧
= Klein-Gordon Gleichung

2) L = ψ̄
(
i 6D −m

)
ψ mit ψ̄ = ψ†γ0 und 6D = γµDµ

= ψ̄
[
i(6∂ + ie 6AQ)−m

]
ψ = ψ̄

[
i 6∂ − e 6AQ−m

]
ψ

δL
δψ̄

=
[
iγµ∂µ − e 6AQ−m

]
ψ & ∂µ

(
δL

δ(∂µψ̄)

)
= 0

Euler-Lagrange Gleichung:

[
i 6∂ − e 6AQ−m

]
ψ = 0 =⇒

(
i 6∂ −m

)
ψ = e 6AQψ

Dµ ⇒ ∂µ :
(
i 6∂ −m

)
ψ = 0

∧
= Dirac Gleichung

bzw. δL
δψ

= ψ̄
[
− e 6AQ−m

]
& ∂µ

(
δL

δ(∂µψ)

)
= ∂µψ̄

[
iγµ

]

Euler-Lagrange Gleichung:

[
i∂µψ̄γµ + eψ̄ 6AQ +mψ̄

]
= 0 =⇒ ψ̄(i

←
6∂ +m) = −eψ̄ 6AQ
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3) L = −1

4
FµνFµν − jµAµ mit Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ

= −1

4

(
∂µAν − ∂νAµ

)(
∂µAν − ∂νAµ

)
− jµAµ

= −1

4

[
∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ − ∂νAµ∂µAν + ∂νAµ∂νAµ

]
− jµAµ

= −1

2

[
(∂αAβ)2 − (∂αAβ)(∂βAα)

]
− jαAα

δL
δAµ

= −jµ & ∂µ

(
δL

δ(∂µAν)

)
= −1

2
∂µ

(
2∂µAν − ∂νAµ − ∂νAµ

)

= −∂µ
[
∂µAν − ∂νAµ

]

= −∂µFµν

Euler-Lagrange Gleichung:

−∂µFµν + jν = 0 =⇒ ∂µFµν = jν Maxwell Gleichungen

Aufgabe 2: Eichboson-Massen

Im Standard Modell muss die Lagrangedichte unter SU(2)× U(1) Transfor-
mationen invariant sein. Die Folge davon ist, dass man keine Massenterme
in der Lagrangedichte für Bosonen und Fermionen naiv einführen kann, ohne
die SU(2)× U(1)−Invarianz zu brechen.

Lm = −mψ̄ψ
= −m(ψ̄L + ψ̄R)(ψL + ψR) = −m[ψ̄LψL + ψ̄LψR + ψ̄RψL + ψ̄RψR]

= −m(ψ†PLγ
0 + ψ†PRγ

0)(PLψ + PRψ)

= −m[ψ†γ0PR + ψ†γ0PL)(PLψ + PRψ]

= −m[ψ̄PRPLψ + ψ̄PRPRψ + ψ̄PLPLψ + ψ̄PLPRψ]

= −m[ψ̄PRPRψ + ψ̄PLPLψ]

= −m[ψ̄LψR + ψ̄RψL]
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Diese gemischten Terme sind nicht invariant unter SU(2) da I(ψR) = 0 und
I(ψL) = ±1/2.

Mit Hilfe des HIGGS-MECHANISMUS werden die Massen der Teilchen er-
zeugt. Die vollständige Lagrange-Dichte des elektroschwachen SM hat fol-
gende Form:

L = −1

4
W a
µν ·W aµν−1

4
BµνB

µν

{
W±, Z, γ kinetische Energien
und Selbstwechselwirkung

+Lγµ
(
i∂µ − g

σa
2
·W a

µ − g′
Y

2
Bµ

)
L

+Rγµ
(
i∂µ − g′

Y

2
Bµ

)
R





kinetische Energie der Leptonen &
Quarks und deren Wechsel-
wirkung mit W±, Z, γ

+

(
i∂µ − g

σa
2
·W a

µ − g′
Y

2
Bµ

)
φ

︸ ︷︷ ︸
(∗)


2

− V (φ)
{
W±, Z, γ und Higgs
Massen und Kopplungen

−(G1LφR +G2Lφ
cR + h.c.)

{
Lepton und Quark Massen
und Yukawa-Kopplungen an Higgs

SPONTANE SYMMETRIEBRECHUNG : φ(x) = φ0 + δφ(x) mit φ0 =
1√
2

(
0
v

)

mit Isospin I = 1/2 und Hyperladung Y = 1 für das Higgsfeld φ0.

⇒ (∗) =

(
ig
σa

2
·W a

µ + ig′
Y

2
Bµ

)
φ0


2

︸ ︷︷ ︸
(**)

+ . . . andere Terme

Pauli Matrizen: σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
und σ3 =

(
1 0
0 −1

)
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(∗∗) =
1

8



(
gW 3

µ + g′Bµ g(W 1
µ − iW 2

µ)
g(W 1

µ + iW 2
µ) −gW 3

µ + g′Bµ

)(
0
v

)

2

=
v2

8

{
g2|W 1

µ − iW 2
µ |2 + (−gW 3

µ + g′Bµ)2

}

=
v2

8

{
g2
[
(W 1

µ)2 + (W 2
µ)2
]

︸ ︷︷ ︸
(1)

+
[
(−gW 3

µ + g′Bµ)(−gW 3
µ + g′Bµ)

]

︸ ︷︷ ︸
(2)

}

=
v2

8




W 1
µ

W 2
µ

W 3
µ

Bµ







g2 0 0 0
0 g2 0 0
0 0 g2 −gg′
0 0 −gg′ g′2







W 1
µ

W 2
µ

W 3
µ

Bµ




(1) =
1

8
(vg)2

(
W 1
µ − iW 2

µ

) (
W 1
µ + iW 2

µ

)

=

(
1

2
vg

)2

W+
µ W

−
µ mit W±

µ ≡
1√
2

(
W 1
µ ∓ iW 2

µ

)

=⇒ MW± =
1

2
vg aus den Eigenwerten von

1

4
v2

(
g2 0
0 g2

)

(2) gesucht sind die physikalischen Zustände Zµ, Aµ und deren Massen:

(
Zµ
Aµ

)
=




cos θW − sin θW

sin θW cos θW



(
W 3
µ

Bµ

)
≡ IR

(
W 3
µ

Bµ

)

IM2 = IR
v2

4

(
g2 −gg′
−gg′ g′2

)
IRT

=
v2

4

(
g2c2

W + 2gg′sW cW + g′2s2
W

(
g2 − g′2

)
sW cW + gg′(s2

W − c2
W )(

g2 − g′2
)
sW cW + gg′(s2

W − c2
W ) g2s2

W − 2gg′sW cW + g′2c2
W

)

!
=

v2

4

(
A 0
0 B

)
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off diagonale Elemente verschwinden ⇔ g′

g
= tan θW

(oder
g′

g
= − cot θW gleiches Resultat mit A und B vertauscht)

=⇒ A =

(
g′

sW

)2

= g2 + g′2

B = 0

}
=⇒ IM2 =

v2

4

(
g2 + g′2 0

0 0

)

Die Eigenwerte von IM 2 sind somit
v2

4

(
g2 + g′2

)
und 0.

Berechnung der Eigenvektoren:

(
g2 −gg′
−gg′ g′2

)(
x1

x2

)
=

v2

4

(
g2 + g′

2
)(x1

x2

)
⇒ x1 = − g

g′
x2

(
g2 −gg′
−gg′ g′2

)(
y1

y2

)
= 0

(
y1

y2

)
⇒ y1 =

g′

g
y2

wobei die Normierung (N) noch frei ist.

Basistransformation von

(
W 3
µ

Bµ

)
nach

(
Zµ
Aµ

)
:

(
Zµ
Aµ

)
=

(
x1 x2

y1 y2

)(
W 3
µ

Bµ

)
= N

(
g −g′
g′ g

)

︸ ︷︷ ︸
IR

(
W 3
µ

Bµ

)
= N

(
gW 3

µ − g′Bµ

g′W 3
µ + gBµ

)

IRIRT = 1 =⇒ N =
1√

g2 + g′2

damit

v2

8

(
−gW 3

µ + g′Bµ

)2
=

1

8
v2

[ (
g2 + g′

2
)
N2
(
gW 3

µ − g′Bµ

)2
+ 0N2

(
g′W 3

µ + gBµ

)2
]

=
1

8
v2

[ (
g2 + g′

2
) (gW 3

µ − g′Bµ

)2

g2 + g′2
+ 0

(
g′W 3

µ + gBµ

)2

g2 + g′2

]

=
1

2
M2

ZZ
2
µ +

1

2
M2

AA
2
µ
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=⇒

Zµ =
gW 3

µ − g′Bµ√
g2 + g′2

& MZ =
v

2

√
g2 + g′2

Aµ =
g′W 3

µ + gBµ√
g2 + g′2

& MA = 0
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